g . .

Reépublique Tunisienne Sl Université de Gabgs
Ministere de 'Enseignement = Ecole Nationale d'Ingénieurs de Gabés

(UF'EPBUI‘ et de la Recherche Scientifique @YY  Département Génie Flectrique-Automatique

Cours Analyse Numerique
Réalisé par : DEHRI Khadija

Maitre Assistante en Génie Electrique-Automatique

Membre de Laboratoire de recherche
Commande Numérique des Procédés Industriels (LAB CONPR])




e .

Reépublique Tunisienne “‘ Université de Gabgs
A _Mi"iStEFE de| Enseigneme.nt B = Ecole Nationale d'Ingénieurs de Gabés
Supérieur et de la Recherche Scientifique  grYIEED Département Génie Electrique-Automatique

Chapitre 5

Interpolation polynomiale

Réalisé par : DEHRI Khadija

Maitre Assistante en Génie Electrique-Automatique

Membre de Laboratoire de recherche
Commande Numérique des Procédés Industriels (LAB CONPR])




|

Interpolation polynomiale

7

Opjectif : Etant donné un ensemble de couples (x, f (x) =, i =1...n) (résultats expérimentaux, par exemple),
2 problemeconsiste a trouver un modele mathematique (polynomial, trigonomeétrique, exponentiel, etc.)

qui permet de reconstruire la fonction f (x) "au mieux".

Autrement dit on cherche une fonction simple et facile a manipuler qui interpole les points (x., f (X)) =.).

\ O\
V Ensuite, on peut trouver la valeur de y a n'importe quelle autre valeur de x.
Ceci s'appelle l'interpolation.

Parmi les méthodes de 1’interpolation d’une fonction inconnue explicitement, on
cite les interpolations polynomiales.

Idée : Trouver un polynéme P(x) de degré n passant par les (n+1) points.
O Interpolation polynomiale de Lagrange
O Interpolation polynomiale de Newton
 Interpolation polynomiale de Hermite

Réalisé par : DEHETEHa




|

Interpolation polynomiale

% Considérons n+1 couples (Xo, Yo ) (Xl, yl), ...... ,(Xn_l, yn_l), (Xn, yn)
Le probléme est de trouvé un polynome de degré n P, (x) = > a,x* tel que P,(x) =, Vie[0n]

J & AY ° ° ° ¥ k=0
Théoreme d’existence et d’unicité

Etant donné n+1 points distincts (x, i =1...n) et n+1 valeurs correspondantes (y;, i =0...n)
. alors il existe un unique poynome P, (x) de degré ntel que P,(x.) =y.,i =0...n.
Lemonstration Calcul: résolution du systéme linéaire suivant:

| 2 n
|3n(x0):y0 1 X, X .o XA, A

2 ) . ]
Pn(xl):yl N 1 X X1 XT d, o Y1 | n+1équations a n+1 inconnus

PX) =Y |1 x, X2 .. x!@] [Ya

n n n |
& Va=y V : matrice de VVandermonde
A:det(V): H )(j — X, # O Celaimplique que le systeme linéaire admet une solution unique

0<j<i<n
LLa méthode consistant a inverser la matrice de Vandermonde ou de résoudre le
systeme linéaire est colteuse Complexité du calcul : n3

Pour éviter ces problemes, plusieurs méthodes explicites (sans résolution de sy

linéaires) existent qui évitent de calculer les coefficients du polynéme : La
N ewta Complexité du calcul : n2 Réalisé par : DEZ
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Interpolation polynomiale de Lagrange

7 Etant donné n+1 points distincts (x., i =1...n) et n+1 valeurs correspondantes (y;, i =0...n)
alors il existe un unique poynome P, (x) de degre ntel que P,(x.) =y.,i=0...n.

P.(X)=Lo(X) Yo+ L (X) Yy + L (X) Yy + e +L,(x)y,

L.(x) sontdedegrén,

W RO=2yL(0), avee Lx) =] L(x)=1i=0.n
i=0 k=0 X; — Xy ..
k=i Li(Xj):O,lij
Exemple 1
On connait 2 points X, Y, » X, Y,
YoX1 — Y% Yi—Yo
_ a. = o Pl
Pl X —ao _|_alx 0 X, — X, ! X, — X,
P X =YL (%) + YL, (X)
L () = —2— L,(x) = ——0
X, — X, X, — X,

Realisé par : DEEBTERadija



T nterpolation pol:ynomm[e de Lagrange

|
; Exemple 3
1 On connait 3 points (0,1), (2,5) et (4,17)

y |2 |4 |6
2(X) — yoLo(X) T y1L1(X) T ysz(X)

Pz X :Lo X yo‘l'l—l X yl—l—LZ XY,

|
l
| _2)x —
L () — X=X, X=X, _ x—-1 x-2, LO(X)=(X 2)(x—4)
\ X, — X, Xg—X, 2 | ( 84)
\ X(X —
% X—X, X—X : =
L, (X) = 0 2 —_X X—2 | L, (X) _4
Xl R XO Xl X2 b X(X _ 2)
L0 — X—X, X=X X x-1 : L,(x)= 2
X, =%, X,—X, 2 : En simplifiant, on trouve P, (x)=x2+1
P,(X) =2x+2 !
|
|
|
|
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.FI nterpolation polynomiale de Lagrange

Le polynome d'interpolation de Lagrange P, (x) peut s'écrire sous la forme suivante :

Pn (X) — zn: n+1(X)

i=0 (X X) +1(X)
avec W,_,(x)est le polynome de nodal de degré n+1

\ Wn+1(x) — H(X _Xi) et Wn+1(xi) — H(Xi _Xj)

=]

Théoreme Soit le support  x.,y. =f(x. ,i=0,...,n dinterpolation d'une fonction f quelconque.
On definit par P, (x) le polyndme d'interpolation correspondant.

Soit x une valeur appartenant a l'intervalle 1, (le plus petit intervalle contenant les points x.),

On suppose que f(x) est de classe C"*(l.)
L'erreur d'interpolation au point x s'ecrit :

n (n+1)
IS e
k VMH;(X)

E, s’annule aux n+1 points X;. / /
6

E,(X)=1(x)-F,(X)=

Réalisé par : 4 adija



I nte1po[atzon pol:ynomm[e de Lagrange

Majoration de I’erreur d’interpolation

si f est n+1 dérivable sur [a,b], V x € [a,b], Hf(”ﬂ)H = max £ (X)‘
o0 Xea
|, le plus petit intervalle fermé contenant x et les X;
— alors, il existe & € |, tel que
- — NB: £depend de x
. \[\J tilité = on contrdle I’erreur d’interpolation donc la qualité de
Tapproximation
f(n+1)H .I:(n+1)H (n+1)H
x < < eS nH
- n+1'W”“X‘_ n+1'H Wl n+1|(b 2
Exemple Avec qu'elle préecision peut-on calculer sin(1) a l'aide de l'interpolation
polynomiale de Lagrange aux points X, =0, X, = ﬁ, X, = % X, = g X, :g
f(x) =sin(x), ab = lo —],n =4[] = f<“+1>(x)\ —
? xea b

E,@|=[f0)-P,®)|<

(n+1) H

E,()|=[f(1)-P, ()| < H\1 X;|=5.8%10"°

( —|—]_)| i 0 Réalisé par : DEHBFERadija
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I nte1po[dtzon polynomiale de Lagrange

Z Initialisation (x,y,), i=0..n et x |pour i=1 jusqu'an +1faire
L. «—1
pour j=—1 jusqu'an +1
si J=1 alors

X —X.
Li « Li > J
\ X; — X,
fin si
@ fin pour
y<—Yy+Y;*L,
fin pour
Complexité du calcul : n2
Remarqgues

» Le calcul de I’erreur d’interpolation dépend de la connaissance de f.
« L’erreur est faible pres d’un nceud.
« L’erreur est autant plus petite que la fonction est lisse.

« Les polyndmes de Lagrange ne sont pas pratiques puisque d’un point de
vue numeérique il est difficile de deduire L;,, a partir de L,

Solution Polyndmes d’interpolation de Newton /
8

'//afé é’ ii
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Interpolation polynomiale de Newton

% Etant donné n+1 points distincts (x,, y;, i =0...n) et le polynome d'interpolation de Newton
P (x) de degré n tel que )
P,(x)=>Y ax" tel que P,(x) =y, Vie[0n]
k=0

a\ I:)n (X) - Pn—l(X) + Qn (X)
| \ Q. (x) est un polynome de degreé n tel que

Qn (X) =a, (X o XO)(X o Xl) .. ’(X o Xn—l) - a'an (X)
Q.(%) =P, (x)—PF1(x) Vie [O n _1]
Pn(x) = d +a1(x—x0)+a2(x—x0)(x—x1)+...+an(x—xo)(x—x1)...(x—xn_l)
d|0u’ on dédUIt : I:)n (Xn) - Pn—l(xn) +Qn (Xn) = f (Xn) - Pn—l(Xn) +aan (Xn)

a = f(x,)—P_(X,)
W_(X,)

il faut déterminer a,, Vi [0 n—1]

Différences divisées de Newton

4

Realisé par : DEEBTERadija



I nte1po[atzon polynomiale de Newton

I of aas de Newtor

7

Le coefficient a_ est appelé n®™ différence divisée de Newton

f(x,)—P_(x,)
W, (x,)

Par consequent on obtient la formulation récursive suivante :
\ P,(X) = Py (X) +W, (X) T [ Xg: X0, -, X, |

OnaW,,(x) = (x—%,)(x-x,)-. (x X,)
On peut écrire alors :

P, (X) =W,y (X) [ %] = F [X,]
Pl(x) - Po(X) +W1(X)f [XO’Xl] = f [XO]+(X—X0)f [XO’Xl]
Pz(X) - Pl(x) +W2(X)f [Xo’xrxz] = f [Xo]"'(x_xo)f [XO’X1]+(X_XO)(X_X1)f [XO’Xl’XZ]

a, =[x %,....x,]=

d'ou, on déduit : P, (x) = > W (3) f [ %%, %]
k=0

P.(x) = f [ ]+ [ %0, ] (X=%0) + T [ %00 X% J (X=X )(X =) + o F [ X, X0 X, [ (X=X ) (X = %) ... (X = X 4

A partir de I'expression du polynome de Lagrange,

on peut obtenir I'expressionf[xo,xl,...xn]zzn: - ) /» /
i=0 H(X__X_) 10

V//af4/aé/ ii
Reahsepar dija

J#i



|

I nterpo[atzon polynomiale de Newton
arences di Ane de Newton

W f(x,)—f(x)  F(x)—F(x,)

fa, = X, %, %, ] s x0,] = — 22 KX

| X, — X,
| XX, X%,

X2—X0

\  On peut montrer que la k™ différence divisée de Newton
la forme suivante :

k=0, f[xi]:f(xi)

k=1 fIX, % ]= f[)'(”]:::[ ]:f[x. X |

i+1

1E[Xi+1’°-°’ |+k] f[ |+1"“’Xi+k—1]

k> 2, f[Xi,Xi+1,---1Xi+k]:




|

T nterpolhtzon poljmommlé de Newton

DA\ATOL

RILTRILY
X f(x) fexl=——
X ) rl= e el
fix|-f(X RIEBAIERY
X3 T(X,) b= [xj—x[ | k)= X =%
f fix
Xn f(Xn) f[an "]_ [XJ n[lx ]f[x XXy |= fx 1XX] )f([xle] fXO’Xl’“"Xn

7/

12

Réalisé par : adija
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I nterpolhtzon polynomiale de Newton

Ne \NNewitonr X; f[x:]

|

/ /Exemple 1 1 3
2 6
/ 3 19
5
\ v i ———
| 1 3
2 6 3
3 19 13 5
5 99 40 9 1

P00 = W, 001 [1 %,
P(x)=f [Xo]"' f [X01X1](X_Xo)+ f [XO’Xi’XZ](X_XO)(X_X1)+ f [X01X1’Xz’x3](X_Xo)(X_X1)(X_X2)
=3+3(x-1D)+5(x-1)(x=2)+ (x-D(x—2)(x—3)

4

13
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.VI nterpolation polynomiale de Newton

/Exemple 2

x f x Xi f Xi Df X, D*f X; D°f X D*f X
| 0| 2.0 | 0.85467

\&-O 0.85467 1| 2.3]0.75682 |-0.32617

m 0.75682 2| 2.6 |0.43126 |-1.08520 | -1.26505

26| 043126 |l 3[29 022364069207 |0.65522 |2.13363

59| 022364 4] 3.2|0.08567 | -0.45990 |0.38695 |-0.29808 |-2.02642
3.2 | 0.08567

P, (X)=ay+8, (X=X ) +a, (X=X )(X=%)+a; (X=X ) (X=X )(X=X,)

+a, (X=X ) (X=X ) (X=X, )(X—X,)
P, (X)=0.85467—0.32617 (x—2.0)-1.26505( X — 2.0)(x—2.3)

+2.13363(x— 2.0)(x—2.3)(x - 2.6) — 2.02642( x — 2.0)(x - 2.3) (x - 2.6)(x42.9),
f (2.8)~ P(2.8)=0.275 4

Réalisé par . dija




.FI nterpolation polynomiale de Newton

pour i — 1 jusqu'a n faire
T ) FG,D «— y(i)
Initialisation (x,y;), i=0..n et X SISO
pour i —= 1 jusqu'a n +1 faire

pour j— 1 jusqu'ai —1

FG, j+1) Fa. D —FG—1,J)

X)) — < —J)

fin pour

fin pour

pour i =1 jusqu'a n
a@i) «— F(,i)

fin pour

o n = length € D1
- N2
Complexité du calcul : n y — FG+ln+1D

pour i = n:—1:1 faire

y = y* € x CDFIdD /

fin pour

Réalisé par : I b adija



.FI nterpolation polynomiale de Newton

Pour n+1 points, il est necessaire de calculer une matrice triangulaire
Inférieure de taille n dans laquelle n(n+1)/2 eléments différents de zéro.

L’erreur est faible pres d’un nceud.

n(n+1) additions et n(n+1)/2 divisions sont nécessaires pour construire la
\ matrice de Newton.

« 8i on dispose d’un nouveau nceud X_,,, an aurait a calculer simplement
une ligne supplémentaire de n+1 éléments.

 Pour construire P,,, a partir de P, 2(n+1) additions et (n+1) divisions sont
nécessaires donc un cout O(n), ceci n’est pas le cas pour Lagrange ou 1l est
nécessaire de répéter toute la procédure avec un cout O(n"2)

]

n+11

f(n+1) H

(n+l)H
wW

n-+1

00 (b a)n+1

/
4

Réalisé par //,////%4 adija
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I nte1po[atzon polynomiale de Newton

7

L'étude de la convergence uniforme analyse le comportement
de la norme de maximum de l'erreur quand N — o

‘Soient Xy, X, ..., X,, n+1 points distincts dans [a b]

b | n!

“’et P (x) le polynome d'interpolation, il est toujours possible
de\trouver la fonction f pour laguelle lim|f-P,| =0

n—oo

L'interpolation polynomiale ne permet pas d'approcher toute fonction
continue. Ceci est le cas pour des fonctions dont les points singuliers

sont trop proche a l'intervalle [ab].
Notons, ceci n'est pas en contradiction avec le théoreme de Weirstrass
selon lequel pour toute fonction continue f de classe C* sur [a b] il existe

toujours une série des polynomes P, tels que lim|f -P,| =

N—oo

Malheureusement, ces polynomes ne peuvent pas étre obtenus par interpolation polynomiale

4

17
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.FI nterpolation polynomiale de Newton

upposons qu'on approche la fonction f(x)=

utilisant l'interpolation de Lagrange avec noeuds équirépartis.
uisque les dérivees de la fonction ne sont pas bornées, on peut vérifier qu'il existe des points x
I'intérieur de l'intervalle de l'interpolation tels que : Iim| f(x)—P,(x)|=0

C. .ﬁKapproxmatlon se dégrade en ajoutant des données.
Remarques :

- les polynomes d'interpolation présentent des oscillations qui augmentent avec le degré du polynome
-une petite variation des données, noeuds equirépartis, cause une large variation de lI'approximation
= utilisation de l'interpolation de Hermite (informations dur les dérivées de la fonction a approcher)
= interpolation polynomiale par morceaux (splines)

: f(x)=2(1+tanh(x)) - x/10

° ' ' ' ' ' 18
-6 -4 -2 0 2 4 6 el Adii
| Réalisé par : //7/ dija



.FI nterpolation polynomiale de Newton

Le conditionnement du probleme d'interpolation peut étre décrit en fonction
des polynomes caractéristiques par la constante de Lebergue associé aux noeuds d'interpolation.

o0

\ Supposons de perturber les données de la maniére suivante :

N

¥, =y, +J,et soit P, le polynome perturbé resultant,

L, ol
L <™=

En particulier pour des noeuds équirepartis, on peut montrer que A, =

Il est possible de montrer que :

n+1

e" logn

4

19
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.FI nterpolation polynomiale de Hermite

On suppose que f est de classe C* sur [a, b]. On peut généraliser I’ interpolation de Lagrange
"une fonction f pour chercher un polynome qui passe pas seulement par les points (Xi f (Xi)),

mais dont les dérivées coincident a certains points nodaux avec les dérivées de la fonction f.
Le polyndme d’interpolation utilisant les valeurs de f et de sa dérivée est appelé polynome de Hermite

T héoreéme d’existence et d’unicite
Etar\lt donne n+1 points distincts (x., i =0...n), il existe un unique polynome P, (x)

nommeé polyndme d'interpolation de Hermite tel que :
2n+1

Pa(X)= > ax" =Z( f(x)H, (X)+ f(xk)Hk(x)) avecP, .(x)="f(x)et B, .(x)=f(x) Vie

k=0

H, (%) =(L(x))" (1-2L (%) (x=%,))

,k=0...
I:IK(X):(Lk(X))Z(X_Xk) "
‘ X ‘_‘f (X) D « ‘< Hf(2n+2)H ” ” 5 _ Hf(2n+2)Hoo (b a)2n+2

Remarque Comme pour I’interpolation de Lagrange, cette forme n’est pas adapf

un algorithme. Quand on rajoute un nceud 1l faut tout recalculer. Il existe aussi p ////
polyndmes d’interpolation d’Hermite une écriture a 1’aide des différences d1 /

a - 20
Réalisé par : /,///; Eaadija




I nterpolation polynomiale de Hermite

Emnﬁlnﬁ Etant donné n+1 points distincts (x,, i =0...n), on pose z,, =z, , = X,i=0...n
f[ 2i 2i+1]: f( 2i): f( i)

2
f(2) Df z. D-f Zi

{
|

zo flz1] = f(xo) f[z0,21] = f'(z0)

z=a1 flza] = f(x1) flza,23] = f'(z1) fler, 29, 23] = L2228l = Flzv 2]
Z3 — =]

z4| — flz: e _f[3 z4] — f[22, 23]

24 =22 flza] = f(22) flz3,24] = [;1 B 3f3[ 3 flz2, z3,24] = - 31-1 = .

Z5 = I9 f[:}‘j} — f(l‘-z) .f[:4 35] — fl('l'il) f[Zg, Z4, :5] = f[:4 :5} : f[~3 :l]

2n+1

P2n+1(x) — ZWk(Z) f [ZO’Zl""’ Zk]

Poa(X) = flzo]+ 20,2 |(x—2)) +..+ T [2,,2,,..., 2, | (X— 2,)(x = 2,)... (X — Z0.1)xéalisé par BEFR KhaduaZ]




.FI nterpolation polynomiale de Hermite

K Xk f(Xk)

f'(Xk)

0 1.3 0.6200860
1 1.6 0.4554022
2 1.9 0.2818186

—0.5220232
—0.5698959
—0.5811571

.z, Df z, D*f z,

D°f z, D*f z D°f z,

1.3 0.6200860

1.3 0.6200860 —0.5220232

1.6 0.4554022 —0.5489460 —0.0897427

1.6 0.4554022 —0.5698959 —0.0698330 0.0663657

1.9 0.2818186 —0.5786120 —0.0290537 0.0679655 0.0026663

1.9 0.2818186 —0.5811571 —0.0084837 0.0685667 0.0010020 —0.0027738
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